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Resumo

Estas sdo as notas de aula do curso de verdo em Estatistica do Mestrado e Doutorado em
Economia Aplicada do PPGOM. A referéncia principal sdo os capitulos de 1 a 5 de Casella,
G. e Berger, R. L. Statistical Inference. 2nd Edition. Duxbury Press, 2001. Existe uma versao
traduzida para o portugués deste livro, porém as notas de aula sdo baseadas na versdo em
inglés, entdo pode haver pequenas diferencas nos termos utilizados. Estas notas também
contém exemplos de aplicagdo dos conceitos no R. Note que as aplicagdes no R, apesar de
contribuirem para o entendimento do contetido, nédo substituem os exercicios do livro, que
devem ser a fonte primdria de preparagdo para as avaliagdes.
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1 Teoria de Probabilidade

1.1 Experimento, espaco amostral e eventos

Um dos principais objetivos da estatistica é tirar conclusdes sobre uma populagao de objetos
através da conducdo de um experimento. Um experimento aleatério é sempre composto por uma
agdo e uma observagdo, embora as vezes a agdo, ou até mesmo a observagao, esteja subentendida
na descricdo do experimento. Se pudermos repetir um experimento um grande ntiimero de
vezes entdo algumas regularidades poderdo ser observadas, de modo a facilitar o processo de
descrever o conjunto de resultados possiveis e as probabilidades associadas a eles.

Exemplo 1.1

(Experimentos aleatérios)

i) Jogar dois dados e observar a soma dos niimeros obtidos;

ii) Jogar um dado justo (observagdo omitida: olhar para a face);
iii) Observar o tempo que uma pessoa leva para ir da sua casa até o trabalho;
iv) Observar o nimero de gols em uma partida de futebol;

v) Observar o lucro de uma empresa no ano de 2010.

Definig¢ao 1.1

O conjunto S, de todos os possiveis resultados de um experimento é chamado espaco
amostral do experimento.




Exemplo 1.2

(Espagos amostrais do Exemplo 1.1)
i) $=1{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12};
ii) S={H,T};

iii) S = (0, 00);

iv) $=1{0,1,2,3,4,...,20};

v) S = (—o00,00).

Uma vez que definimos o espago amostral, estamos interessados em calcular probabilidades de
colec¢des de subconjuntos especificos deste espaco amostral (e.g. probabilidade dos dois dados
somarem 12).

Defini¢ao 1.2

Um evento é qualquer cole¢do de possiveis resultados de um experimento, ou seja, qualquer
subconjunto do conjunto S (incluindo o préprio S e o conjunto vazio @).

Exemplo 1.3

(Eventos)

i) Suponha o experimento de selecionar uma carta de um baralho e verificar seu naipe:
Ouros (O), Copas (C), Espadas (E) e Paus (P). O espago amostral serd S = {O,C, E, P}.
Alguns eventos possiveissdo A = {C,P} e B = {C,E,O}. Logo, AUB = {O,C, E, P},
ANB={C}e A¢ = {E,O}.

Dizemos que um evento A ocorre se o resultado de um experimento estd no conjunto A. Dese-
jamos atribuir probabilidades a eventos e ndo a experimentos ou espagos amostrais. Quando
atribuimos uma probabilidade a um evento chamamos ele de evento aleatério. Podemos realizar
operacdes com eventos da mesma maneira que realizamos operagdes com conjuntos matemati-
cos.



Revisar teoria dos conjuntos:
1. Operagdes de unido, interse¢do, complementar e produto cartesiano.
2. Propriedades comutativa, associativa, distributiva e leis de DeMorgan.
3. Conjuntos disjuntos (mutuamente excludentes) e partigdes.
4. Conjuntos finitos, enumeraveis e ndo-enumeréaveis.

Quais as referéncias?

e Capitulo 1, segdo 1.1 de Casella, G. e Berger, R. L. Statistical Inference. 2nd Edition.
Duxbury Press, 2001.

¢ Capitulos 1 e 2 de Elon, L. L. Curso de andlise vol. 1. Impa, 2007.
¢ Capitulo 1, se¢do 1.2 de Meyer, P. L. Probabilidade: aplicacdes a estatistica. Ed. LTC, 1983.

1.2 Funcao de probabilidade

A nogado de probabilidade pode ter vérias interpretacdes distintas. Quando pensamos na pro-
babilidade de sair um ntimero 6 ao jogar um dado estamos utilizando a abordagem cldssica de
probabilidade, que corresponde ao nimero de resultados favoraveis ao nosso evento dividido pelo
numero de resultados possiveis (1/6). Essa abordagem ¢ ttil somente para espagos amostrais
finitos e resultados igualmente verossimeis.

Outra abordagem possivel é a frequentista, que nos diz que se repetimos um experimento um
grande ntimero de vezes podemos aproximar a probabilidade de um evento pelo namero de
vezes que ele ocorreu dividido pelo nimero de vezes que repetimos o experimento (tente jogar
100 vezes o dado e verifique quantas vezes saiu o0 6). Essa é uma defini¢do mais ampla de
probabilidade, mas ainda assim, para calcularmos ela é necessario repetir o experimento um
grande ntimero de vezes, o que pode ser um empecilho.

Por outro lado, quando trabalhamos com espagos amostrais infinitos ndo-enumeraveis, ¢ comum
utilizarmos a definicido geométrica de probabilidade, dada pela razdo entre a drea do evento A e a
area do espago amostral S.

Vimos que sempre atribuimos probabilidades a eventos, logo, se a probabilidade é uma fungéao, o
dominio dessa fun¢do deve ser uma cole¢do de conjuntos que correspondem a todos os possiveis
eventos aleatdrios que podem ser gerados a partir de um experimento.

Defini¢ao 1.3

Uma colegdo de subconjuntos de um espago amostral S é chamada de sigma dlgebra (ou
campo de Borel), e denotada por B, se satisfaz as seguintes propriedades:

a. @ € B (o conjunto vazio é um elemento de B5).
b. Se A € Bentdo AC € B (B é fechado sobre operagdes de complementar).

c. Se A1, Ay, -+ - € B, entdo U2 | A; € B (B é fechado sobre unides contaveis).




Dizemos que o conjunto {@, S} é uma sigma dlgebra trivial. Estamos interessados na menor sigma
algebra que contém todos os subconjuntos de um dado espago amostral. Se o conjunto S é finito
ou infinito enumerdvel, B3 serd igual a todos os subconjuntos de S, que totalizardo 2" conjuntos,

onde n é o nimero de elementos de S. Quando S é ndo-enumerdvel é um pouco mais dificil
descrever .

Exemplo 1.4
(Sigma 4lgebra)

i) Se S = {1,2,3}, entdo B terd 2°> = 8 conjuntos, dados por @, {1}, {2}, {3}, {1,2},
{1,3},1{2,3}, {1,2,3}.

ii) Se S = (—oc0,0) = IR, entdo B pode ser escolhido de modo a incluir os conjuntos
[a,b], (a,b], (a,b) e [a,]), para todos os numeros reais a e b.

Agora que conhecemos o dominio da fungdo de probabilidade, podemos defini-la.
Definic¢ao 1.4

Dado um espago amostral S e um sigma élgebra associada B, uma fungio de probabilidade é
uma funcdo P com dominio B que satisfaz:

1. P(A) > 0forall A € B.

2. P(S) =1

3. Se Ay, Ay, - - - € B forem disjuntos dois a dois, entdo P(U®; A;) = Y21 P(A;).

As propriedades acima sdo conhecidas como os Axiomas de Probabilidade ou Axiomas de Kolmogorov.
Qualquer fungado que satisfaz esses axiomas é dita uma fungdo de probabilidade. Como vimos,
existem diversas interpreta¢des de probabilidade, mas todas devem respeitar estes axiomas. Se

quisermos rapidamente construir uma fungao de probabilidade, o teorema abaixo nos dd uma
férmula simples.

Teorema 1.1
Seja S = {s1,...,sn} um conjunto finito e B uma sigma dlgebra de subconjuntos de S. Para
quaisquer A € B, defina P(A) como:
P(A)= )} pi
{i:SjGA}

onde p1, ..., pn sdo niimeros ndo negativos que somam 1. Entdo P é uma fungio de probabilidade
em B. Esse teorema continua vdlido se S é um conjunto infinito enumerdvel.

Demonstragdo. Basta verificar a validade dos 3 Axiomas de Probabilidade. O

A partir dos Axiomas de Probabilidade podemos deduzir algumas propriedades tteis das
fung¢des de probabilidade.



Teorema 1.2

Se P é uma fungio de probabilidade e A, B € B, entdo:
a. P(®) = 0, onde @ é o conjunto vazio;

b. P(A) <1,

P(AC) =1- P(A);

P(BN A®) = P(B) — P(ANB);

. P(AUB) = P(A)+ P(B) —P(ANB);

f. Se A C B, entdo P(A) < P(B);

=0

o)

g. P(A) = Y2, P(ANG;) para qualquer particio C,Cy, .. .;
h. P(U2,A;) < Y21 P(A;) para quaisquer conjuntos Ay, As, . ... (Desigualdade de Boole)

Demonstragdo. Feita em aula. O

Note que se aplicarmos a desigualdade de Boole para A¢ obtemos:
C n
Ui A7) < ) P(
i=1
e usando o fato de que UAS = (NA;)C e P(AS) =1 — P(4;), entdo:
n
1= P(A,A) < n— Y P(A)

i=1

Rearranjando temos:

n

> Y P(A)—(n—1)}

i=1

que é conhecida como a Desigualdade de Bonferroni. Esta desigualdade nos d4 a possibilidade de
limitar a probabilidade de um evento simultdneo (intersecdo) em termos das probabilidades
individuais.

Nessa se¢do definimos os trés elementos que compdem um espaco de probabilidade (S, B, P).



Definic¢io 1.5
Um espago de probabilidade (S, B, P) é composto por:

i) Um conjunto ndo-vazio S de todos os resultados possiveis de um experimento, cha-
mado espago amostral;

ii) Uma sigma &lgebra de eventos aleatérios B, que contém todos os subconjuntos do
espago amostral;

iii) Uma funcado de probabilidade P com dominio B e que satisfaz os axiomas de probabi-
lidade.

Este é o0 espagco matemético que trabalharemos a partir de agora.

Revisar andlise combinatoria:
1. Regra da multiplicacdo e da adicao;

2. Permutacgoes: ,P, = n!;

3. Arranjos: ,A, = (nf!r)!,

. =2 !
4. Combinagdes: (;) = ;5
5. Permuta¢do com elementos repetidos.

Quais as referéncias?

¢ Capitulo 1, secdo 1.2.3 de Casella, G. e Berger, R. L. Statistical Inference. 2nd Edition.
Duxbury Press, 2001.

¢ Capitulo 2, segdo 2.3 de Meyer, P. L. Probabilidade: aplicacdes a estatistica. Editora LTC,
1983.

e Aula 7 de Métodos Estatisticos Basicos.

1.3 Probabilidade condicional e independéncia

Em muitos experimentos o espaco amostral pode mudar depois que obtemos nova informagao.
Se nosso experimento for retirar duas cartas de um baralho e estamos interessados no evento
de obter dois Ases, ao retirar a primeira carta, o espaco amostral é reduzido, fazendo com que
a probabilidade de se obter um As na segunda carta seja alterada. Nesse tipo de problema,
precisamos utilizar o que chamamos de probabilidade condicional.

Definic¢ao 1.6

Se A e Bsdo eventosem S, e P(B) > 0, entdo a probabilidade condicional de A dado B é:

P(ANB)

P(AIB) = =55,

Note que para calcularmos P(A|B) devemos reduzir o espago amostral S para B, e entdo cal-
cularmos a probabilidade de A. No caso de eventos disjuntos, em que P(A N B) = 0, temos


https://regisely.com/teaching/basicstat/basicstat-aula7.pdf

P(A|B) = P(BJA) =0.
Como a equacdo da probabilidade condicional é simétrica, podemos derivar dela o seguinte

resultado.

Teorema 1.3

(Regra de Bayes) Seja Ay, Ay, ... uma partigdo do espago amostral, e B qualquer outro conjunto.
Entdo, paracadai =1,2,...,

_ P(BlA)P(A)
PIAIB) = s B(BI4;)P(A))

Note que Ay, ..., A é uma particdo do espago amostral S quando:
i) AiNA;=Qparatodoi # j;
i) UF_ A =S;

iii) P(A;) > 0 para todo i.

Nesse caso, quando o experimento é realizado, um e somente um dos eventos A; ocorre. Logo,
podemos deduzir que vale a Lei das probabilidades totais:

P(B) = P(B|A1)P(A1) + - - 4 P(B|Ax) P(A)

A regra de Bayes utiliza este resultado no denominador.

Em alguns casos, a ocorréncia do evento B ndo influencia a probabilidade do evento A ocorrer,
de modo que P(A|B) = P(A). Assim, pela regra de Bayes, P(B|A) = P(B), e entdo, pela
férmula da probabilidade condicional, P(A N B) = P(A)P(B). Nesse caso, dizemos que A e B
sdo eventos estatisticamente independentes.

Teorema 1.4

Se A e B sio eventos independentes, entdo os seguintes eventos também sio independentes:
a. Ae B,

b. AC€eB,

c. ACeBC.

Demonstragdo. Feita em aula. U

Para mais de dois conjuntos devemos estender nossa defini¢do de independéncia.



Definicao 1.7

Uma colecdo de eventos Ay, ..., A, é mutuamente independente se para qualquer subco-
lecdo A;, ..., A;,, temos

Exemplo 1.5

(Probabilidade Condicional e Independéncia)

i) Probabilidade condicional: ver exemplos 1.3.3 e 1.3.4 de Casella, G. e Berger, R. L.
Statistical Inference. 2nd Edition. Duxbury Press, 2001 e Aula 6 de Métodos Estatisticos
Basicos.

ii) Regra de Bayes: ver exemplo 1.3.6 de Casella, G. e Berger, R. L. Statistical Inference. 2nd
Edition. Duxbury Press, 2001 e Aula 6 de Métodos Estatisticos Basicos.

iii) Independéncia: ver exemplos 1.3.8, 1.3.10, 1.3.11 e 1.3.13 de Casella, G. e Berger, R. L.
Statistical Inference. 2nd Edition. Duxbury Press, 2001 e pagina 12 da Aula 6 de Métodos
Estatisticos Basicos.

1.4 Exemplo de aplicacdo no R

O software estatistico R possui um pacote chamado prob em que podemos realizar aplicagdes de
quase todos os conceitos aprendidos até aqui. Para ilustrar a aplicagdo no R considere o seguinte
exemplo.


https://regisely.com/teaching/basicstat/basicstat-aula6.pdf
https://regisely.com/teaching/basicstat/basicstat-aula6.pdf
https://regisely.com/teaching/basicstat/basicstat-aula6.pdf
https://www.r-project.org/
https://cran.r-project.org/web/packages/prob/index.html
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Exemplo 1.6

(Aplicagao das se¢des 1.1, 1.2 e 1.3 no R) Suponha que uma pessoa jogue R$100.000,00 em
uma roleta americana, apostando R$90.000,00 na cor vermelha e R$10.000,00 no ntimero
26. Sabendo que o pagamento se ele acertar o ntimero é 35:1 e se acertar a cor € 1:1, resolva
os itens abaixo.

i) Defina o espago amostral S.
ii) Defina os eventos A em que ele acerta o niimero, e B em que ele acerta a cor.
iii) Defina o evento E em que sai um niimero impar.
iv) Defina os eventos U = AUB,G =BNC,F=C—AeH = (AUB)".
v) Qual a probabilidade de ele perder todo seu dinheiro?
vi) Qual a probabilidade de ele dobrar seu dinheiro?
vii) Qual a probabilidade de ele acertar o 26?
viii) Qual é o valor esperado desta aposta?

ix) Sabendo que um ntimero impar saiu na roleta, qual a probabilidade de ele ter ganho
algo?

x) Desafio: Vocé é capaz de encontrar uma combinagdo que dé valor esperado positivo
nessa roleta? Qual?

Solugao:

#install.packages("prob")
> library(prob)

# Item 1
5 S <- roulette(makespace = TRUE)

7 # Item 2
s A <- subset(S, num == 26)
B <- subset(S, color == "Red")

# Item 3
> humbers <- as.numeric(as.character(S[,1]))
3 E <= S[numbers %% 2 !=0,]

Item 4

<- union(A,B)
intersect(B,C)
<- setdiff(C,A)
<- setdiff(S,U)

I moCcC H
A
1

# Item 5, 6 e 7
Prob(H)
3 Prob(B)
Prob(A)

# Item 8
VE <- (90000.00 * 2 * Prob(B)) + (10000.00 * 36 * Prob(A)) - 100000.00

10



28
29

30

# Item 9
Prob(U, given = E)

1.5 Varidveis aleatorias

Muitas vezes estamos interessados em um transformagdo do nosso espago amostral. Se o nosso
experimento for langar duas moedas e observar as faces, sabemos que nosso espaco amostral serd
S={(H,H),(H,T),(T,H),(T,T)}, mas se estivermos interessados no namero de caras obtidas,
podemos aplicar uma fungio X(s) que nos retorno o nimero de caras para cada elemento do
espaco amostral S. Entdo obteremos um novo espago amostral X = {0,1,2}.

Defini¢ao 1.8
Uma varidvel aleatéria é uma fungdo do espago amostral S para os niimeros reais.

A partir da fungdo de probabilidade original, que tem como dominio eventos em S, podemos
obter uma fungdo de probabilidade induzida no novo espago amostral X:

Px(X =x;) = P({sj € S: X(sj) = xi})

A ideia fundamental por trds das varidveis aleatérias é criar fungdes mapeiam resultados de
experimentos em niimeros reais, de forma a facilitar o calculo de probabilidades. Note que a
partir de agora nos referimos a X como sendo a varidvel aleatéria e x como sendo um valor
especifico da mesma.

Exemplo 1.7
(Variaveis aleatorias)
i) No experimento de jogar duas moedas, X = niimero de caras obtidas;

ii) No experimento de observar o lucro de uma empresa, X = margem do lucro, ou seja,
lucro/vendas;

As varidveis aleatérias podem ser discretas ou continuas.

Definiciao 1.9

(Variavel aleatodria discreta) Uma variavel aleatéria é discreta se toma um numero fi-
nito ou enumeravel de valores, isto €, se existe um subconjunto finito ou enumeravel
{x1,x2,...} € Rtal que X(s) € {x1,x2,...} para qualquer s € S.

11



Definigiao 1.10

(Variavel aleatéria absolutamente continua) Uma variavel aleatéria é absolutamente conti-
nua se existe uma funcéo f : R — R com f(x) > 0, tal que:

P(X < x) = /_x F(#)dx Vx € R.

1.6 Fungodes de distribuicao

Podemos associar uma funcao de distribui¢do cumulativa a cada variavel aleatodria.

Definig¢io 1.11

(Fungao de distribui¢ao cumulativa) A funcdo de distribui¢do cumulativa (cdf) de uma
variavel aleatéria X, denotada Fx(x), é definida por:

Fx(x) =Px(X <x), Vx

Quando a varidvel aleatéria X tem uma distribui¢do dada por Fx(x) denotamos X ~ Fx(x).
Note que a cdf é definida em termos de probabilidades, logo, ela devera respeitar algumas
propriedades condizentes com os axiomas de probabilidade.

Teorema 1.5
A fungio F(x) é uma cdf se e somente se as seguintes condigdes sio verdadeiras:
a. limy_,_o F(x) =0elimy_,0 F(x) = 1.

b. F(x) é uma fungdo nio decrescente em Xx.

c. F(x) é continua a direita, ou seja, para cada niimero xo, lim, |, F(x) = F(xo).

Demonstragdo. Feita em aula. O

O fato da cdf ser continua ou possuir saltos estd relacionado ao fato de a varidvel aleatéria ser
continua ou discreta.

Definigao 1.12

Uma varidvel aleatoria X é continua se Fx(x) é uma fungdo continua de x. Uma varidvel
X é discreta se Fy(x) possui descontinuidades.

Se utilizarmos a menor sigma algebra contendo todos os intervalos possiveis dos ntimeros reais,
entdo se duas varidveis aleatdrias tiverem a mesma cdf, elas terdo as mesmas probabilidades
para cada evento.

12



Defini¢ao 1.13

Duas variaveis aleatérias X e Y sdo identicamente distribuidas se, para cada conjunto
AeB,P(XeA)=P(YeA).

Teorema 1.6

As seguintes afirmagdes sio equivalentes:

a. As varidveis aleatérias X e Y sio identicamente distribuidas.

b. Fx(x) = Fy(x) para cada x.
Demonstracdo. Feita em aula. O

1.7 Funcgodes de densidade e massa

A cdf avalia P(X < x), o que faz bastante sentido para varidveis aleatérias continuas, mas
se quisermos avaliar P(X = x) entdo temos a funcio densidade de probabilidade (pdf) no caso
continuo, e a fungdo massa de probabilidade no caso discreto.

Definigao 1.14

A funcdo massa de probabilidade (pmf) de uma varidvel aleatéria discreta é dada por:

Definig¢ao 1.15

A funcado densidade de probabilidade (pdf) de uma varidvel aleatdria discreta é a funcdo
fx(x) que satisfaz:

) = /;fx(t)dtw

Note que de acordo com a defini¢do de pdf, também vale que:

T Be(x) = ()

Teorema 1.7

Uma fungio fx(x) é uma pdf ou pmf de uma varidvel aleatéria X se e somente se:
a. fx(x) >0V ux.

b. Y fx(x) = 1 (pmf)

c. [% fx(x)dx =1 (pdf)

13



Demonstragdo. Feita em aula. O

Exemplo 1.8
(Fungoes de distribuicao)

i) Ver Exemplos 1.5.2,1.5.4,1.5.5,1.5.6, 1.5.9, 1.6.2 e 1.6.4 de Casella, G. e Berger, R. L.
Statistical Inference. 2nd Edition. Duxbury Press, 2001.

2 TransformagOes em varidveis aleatdrias

2.1 Distribui¢des de func¢oes de varidveis aleatérias

Se X for uma variavel aleatéria com cdf Fx(x), entdo qualquer fungdo ¢(X) = Y também ser4.
Assim:

P(Ye A)=P(g(X) € A),

Note que g(x) mapeia elementos no espago amostral de X para elementos no novo espago
amostral de Y, g(x) : X — ). Associada a ¢(x) também est4 a sua inversa, ¢!, denotada por:

g (A) ={xcX:g(x)c AL

Voltando a nogdo de probabilidade, podemos ver que:
P(Ye A)=P(g(X) € A)

=P({xe X:g(x) € A})
P(X € g7(A))

E facil checar que essas probabilidades satisfazem os axiomas de Kolmogorov.

Se X for uma varidvel aleatéria discreta, entdo Y também serd, e a pmf de Y podera ser escrita
como:

fry)=P¥=y)= ), PX=x)= ) fxx),Vyel.
xeg(y) xeg~(y)

Note que no caso acima, fy(y) =0 paray ¢ ).

Exemplo 2.1

(Transformacéo da distribuicao binomial)

i) Ver Exemplo 2.1.1 de Casella, G. e Berger, R. L. Statistical Inference. 2nd Edition. Duxbury
Press, 2001.
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Se X for uma varidvel aleatéria continua, entdo Y também serd, e a cdf de Y podera ser escrita
como:

Fy(y)

Y<y)
g(X) <y)
{xeX:g(x) <y})

d
/xez\_’:g(x)gy fX(X) *

P
P
P

Exemplo 2.2

(Transformacéo da distribuicdo uniforme)

i) Ver Exemplo 2.1.2 de Casella, G. e Berger, R. L. Statistical Inference. 2nd Edition. Duxbury
Press, 2001.

Teorema 2.1

Dada uma varidovel aleatéria X com cdf Fx(x), sejaY = g(X), X = {x : fx(x) > 0} e
Y ={y:y=g(x) paraalgum x € X'}, entio:
a. Se g é uma fungdo crescente em X, Fy(y) = Fx(37(y)) paray € Y.

b. Se g é uma fungio decrescente em X, e X é uma varidvel aleatéria continua, entio Fy(y) =

1-Fx(g ' (y)) paray € V.

A partir deste teorema, podemos caracterizar também a pdf de Y.

Teorema 2.2

Seja X uma v.a. com pdf fx(x)eY = g(X), onde g é uma fungio mondtona. E X e Y definidas
como no teorema acima. Suponha que fx(x) é continua em X e que ¢~ (y) tem uma derivada
continua em ). Entdo a pdf de Y pode ser dada por:

fx(g7(y)) fygl(w‘ yey

0 caso contrdrio

fry) =

Demonstracdo. Feita em aula. O

Note que este resultado se aplica apenas para fungdes mondtonas, porém podemos estendé-lo
para partes monoétonas de fungdes que ndo sdo propriamente monétonas.
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Teorema 2.3

Seja X uma v.a. com pdf fx(x)eY = g(X), onde g é uma fungio qualquer. E X e ) definidas
como no teorema anterior. Suponha que existe uma partigio Ao, A1, ..., Ax de X tal que P(X €
Ap) = 0e fx(x) é continua em cada A;. Ainda, suponha que exista fungoes g1(x), ..., gk(x),
definidas em Ay, ..., Ay respectivamente, que satisfazem:

i. g(x) = gi(x), parax € A,

ii. gi(x) é mondtona em A;,
iii. o conjunto Y = {y :y = gi(x)paraalgum x € A;} éomesmoparacadai=1,...,k e
. g 1(y) tem uma derivada continua em Y, paracadai =1,...,k.

Entdo:

) = {Zflfx(gil(y)) ddygil(y)‘ yey

0 caso contrdrio

Exemplo 2.3

(Distribui¢des gama invertida, ndo monétonas e qui-quadrada)

i) Ver Exemplo 2.1.6 de Casella, G. e Berger, R. L. Statistical Inference. 2nd Edition. Duxbury
Press, 2001.

ii) Ver Exemplo 2.1.7 de Casella, G. e Berger, R. L. Statistical Inference. 2nd Edition. Duxbury
Press, 2001.

iii) Ver Exemplo 2.1.9 de Casella, G. e Berger, R. L. Statistical Inference. 2nd Edition. Duxbury
Press, 2001.

2.2 Valor esperado

Definicao 2.1

(Valor esperado) O valor esperado ou média de um variavel aleatéria g(X), denotado
Eg(x), é dado por:

Eg(X) = ffooog(x)fx(x)dx se X é continua
§5= Yoexr §(x) fx(x) = Yrer g(x)P(X = x)  se X é discreta,

desde que a integral ou a soma existam. Se E|¢(X)| = oo dizemos que Eg(X) ndo existe.

Note que o operador de expectativas é um operador linear, e por isso ele guarda as seguintes
propriedades:
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Teorema 2.4

Seja X uma v.a. e a, b, c constantes. Entio, para quaisquer funcdes g1(x) e g2(x) que possuem
valores esperados, vale que:

. E(agi(x) +bg2(X) +c¢) = aEgi(x) + bEgy(x) + c.
. Se g1(x) > 0 para todo x, entiio Egq(x) > 0.

S N

o

. Se g1(x) > g2(x) para todo x, entdo Eg1(X) > Ega(X).

I W

. Sea < g1(x) < b para todo x, entdoa < Eg1(X) < b.
Demonstracdo. Feita em aula. O

Exemplo 2.4
(Valor esperado)

i) Ver Exemplos 2.2.2,2.2.3, 2.2.4, 2.2.6 e 2.2.7 de Casella, G. e Berger, R. L. Statistical
Inference. 2nd Edition. Duxbury Press, 2001.

2.3 Varidncia e outros momentos

Definigao 2.2

(Momentos) O n-ésimo momento da varidvel aleatoria X, p;, é dado por:
u, = EX",

enquanto que o n-ésimo momento central de X é:

Hn = E(X - ‘u)n,

onde u = yj = EX.

Depois da média, 0 momento mais importante de uma distribuicdo é o segundo momento
central, conhecido como variancia.

Defini¢do 2.3

(Variancia) A variancia de uma varidvel aleatéria X é o segundo momento central, VarX =
E(X — EX)?. A raiz quadrada positiva da variancia é conhecida como o desvio-padrao.

Teorema 2.5

Se X é uma varidvel aleatdria com varidncia finita, entdo para quaisquer constantes a e b,

Var(aX + b) = a®*VarX
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Demonstragdo. Feita em aula. O

Exemplo 2.5
(Variancia)

i) Ver Exemplos 2.3.3 e 2.3.5 de Casella, G. e Berger, R. L. Statistical Inference. 2nd Edition.
Duxbury Press, 2001.

2.4 Funcao geradora de momentos

Definic¢ao 2.4

(Fungdo geradora de momentos) Seja X uma varidvel aleatéria com cdf Fx. A fungdo
geradora de momentos (mgf) de X, denotada Mx(t), é dada por:

Mx(t) = EetX,

desde que este valor esperado exista para t em alguma vizinhanga de 0.

Note que pela defini¢do de valor esperado, temos que:

Mx(t) = / e fx(x)dx se X é continua,

Mx(t) =) e"™P(X = x) se X ¢ discreta
X

Para entender como esta fungdo gera momentos, observe o seguinte resultado:

Teorema 2.6

Se X tem mgf Mx(t), entdo:

() oy _ " =
EX" = MY (0) = 4 Mx(1)

Ou seja, 0 n-ésimo momento é igual a n-ésima derivada de Mx (t) avaliada em t = 0.

Demonstracdo. Feita em aula. O

3 Distribui¢des de probabilidade

A referéncia principal para esta parte é o capitulo 3, segdes 3.1, 3.2, 3.3 e teorema 3.6.1 de Casella,
G. e Berger, R. L. Statistical Inference. 2nd Edition. Duxbury Press, 2001.
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3.1 Distribui¢oes discretas

Uma distribuigdo é chamada de discreta quando a varidvel aleatéria assume valores que podem
ser listados (finitos ou infinitos enumeréaveis).

¢ Intuigdo: Pense em resultados de contagens.

* Suporte: O conjunto de valores possiveis (x) é feito de "saltos"(ex: 0, 1, 2...), ndo havendo
valores intermediérios (como 1,5).
3.1.1 Uniforme Discreta

Comportamento: Modela um experimento onde um ntimero finito de resultados tem chances
exatamente iguais de ocorrer (ex: langar um dado justo).

Uniforme Discreta (NN)

Fun¢io Massa de Probabilidade (PMF):

1
N

Suporte: x € {1,2,...,N}
Parametros: N (inteiro positivo)
Média (E[X]): 25 Variancia (Var(X)): %

3.1.2 Hipergeométrica

Comportamento: Modela o nimero de sucessos obtidos ao extrair uma amostra de tamanho #,
sem reposigdo, de uma populagdo finita.

Hipergeométrica (N, M, n)

Funcdao Massa de Probabilidade (PMF):
M\ / N—-M

() Gy)

P(X=x)= ™

Suporte: x € {max(0,n — (N — M)), ..., min(n, M)}
Parametros: N (Populagdo total), M (Sucessos na populagdo), n (Amostra)

Média: n}}  Variancia: n (%) (1 — %) (%:7{)

3.1.3 Binomial e Bernoulli

Comportamento: A Bernoulli modela um tnico ensaio (sucesso/fracasso). A Binomial modela
o miimero total de sucessos em n ensaios de Bernoulli independentes e idénticos.



Binomial (1, p)

Func¢ao Massa de Probabilidade (PMF):

X

pex=x)= (1)pa-pr

Suporte: x € {0,1,2,...,n}
Parametros: n (nimero de ensaios), p (probabilidade de sucesso)
Média: np Varidncia: np(1 — p)

3.1.4 Poisson

Comportamento: Modela o niimero de eventos que ocorrem em um intervalo fixo (tempo ou
espago), dado que ocorrem a uma taxa média constante e independentemente uns dos outros
(ex: chamadas telefonicas por hora).

Poisson (A)

Fun¢io Massa de Probabilidade (PMF):

e M\

x!

Suporte: x € {0,1,2,... } (contagem infinita)
Parametros: A > 0 (taxa média de ocorréncia)
Média: A Varidncia: A

3.1.5 Geométrica

Comportamento: Modela o niimero de tentativas necessdrias até obter o primeiro sucesso em uma
sequéncia de ensaios de Bernoulli.

Geométrica (p)

Func¢ido Massa de Probabilidade (PMF):

P(X=x) = p(1—p)*!

Suporte: x € {1,2,3,...}
Parametros: p (probabilidade de sucesso)
Média: % Variancia: 1’;—2’7

3.1.6 Binomial Negativa

Comportamento: Generalizagdo da Geométrica. Modela o niimero de tentativas necessdrias até
obter o r-ésimo sucesso.
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Binomial Negativa (r, p)

Func¢ao Massa de Probabilidade (PMF):

Px=x)= (72, )ra-p

Suporte: x € {r,r+1,...}
Parametros: r (ntimero de sucessos alvo), p (probabilidade de sucesso)

Média: % Varidncia: r(lp%p)

3.2 Distribui¢des continuas

Uma distribui¢do é chamada de continua quando a varidvel aleatéria assume valores em um
intervalo continuo dos niimeros reais.

¢ Intuicdo: Pense em medidas (tempo, peso, altura, temperatura).

¢ Suporte: O conjunto de valores é ndo-enumerével (intervalos de R). A probabilidade de
um ponto exato é zero; medimos probabilidades em intervalos (dreas sob a curva da PDF).

3.2.1 Uniforme Continua

Comportamento: A probabilidade é distribuida igualmente ao longo de um intervalo finito.
Qualquer subintervalo de mesmo tamanho tem a mesma probabilidade.

Uniforme Continua (a, b)

Funcao Densidade de Probabilidade (PDF):

Suporte: x € [a,b]
Parametros: 2,b € R (limites do intervalo)

_2\2
Média: # Variancia: (bu“ )

3.2.2 Normal (Gaussiana)

Comportamento: A distribui¢do mais importante da estatistica. Modela fendmenos naturais,
erros de medida e médias de grandes amostras (Teorema do Limite Central). E simétrica e tem
formato de sino.
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Normal (y, )

Fungdo Densidade de Probabilidade (PDF):

1 (-

flx) = e

27102

Suporte: x € (—o0,0)
Parametros: y (média/centro), o2 (variancia/ dispersao)
Média: 4 Variancia: ¢

3.2.3 Exponencial

Comportamento: Modela o tempo de espera até a ocorréncia de um evento em um processo de
Poisson. Possui a propriedade de "falta de memoéria"(o tempo passado ndo afeta o futuro).

Exponencial (B)

Funcao Densidade de Probabilidade (PDF):

fa) = 5o

Suporte: x € [0, 0)
Parametros: p > 0 (escala, onde média = p)
Média: B Variancia: 2

3.24 Gama

Comportamento: Uma distribuigdo flexivel para varidveis positivas e assimétricas. Frequente-
mente modela o tempo até que a eventos ocorram (generaliza¢do da exponencial).

Gama («, f)
Funcio Densidade de Probabilidade (PDF):

Fx) = e P

Suporte: x € (0, 0)
Parametros: « > 0 (forma), B > 0 (escala)
Média: «f  Variancia: a8

3.2.5 Qui-quadrada (x?)

Comportamento: Fundamental em inferéncia estatistica. Modela a soma dos quadrados de
varidveis normais padronizadas independentes (usada em testes de variancia e bondade de
ajuste).



Qui-quadrada (p)

Funcao Densidade de Probabilidade (PDF):

1
_ (p/2)-1,—x/2
f(x) _r(p/z)zp/zx ¢

Suporte: x € (0, 0)
Parametros: p € {1,2,...} (graus de liberdade)
Média: p  Variancia: 2p

3.2.6 Weibull

Comportamento: Amplamente utilizada em engenharia e controle de qualidade para modelar
tempos de vida e andlise de sobrevivéncia (ex: tempo até falha de um componente mecanico).

Weibull (v, B)

Fun¢io Densidade de Probabilidade (PDF):

f(x) = %x”‘le"”//3

Suporte: x € [0, c0)
Parametros: v > 0 (forma), § > 0 (escala)
Média: B1/7T(1+1/y) Variancia: (Complexa, envolve I')

3.2.7 Lognormal

Comportamento: Modela varidveis que sdo produto de muitos fatores independentes positivos.
Se Y é Normal, X = eY é Lognormal (usada para pregos de ativos, renda, etc.).

Lognormal (y, a?)

Fungdo Densidade de Probabilidade (PDF):

1 (hrlx—y)2

fx) = — e 2

x\/ 27mo?

Suporte: x € (0, 0)
Parametros: y, 0 (parametros da Normal subjacente)
Média: ¢#+7°/2  Variancia: e+ (e — 1)

3.3 Relagoes entre distribuicdes e Desigualdades

Muitas distribui¢des continuas estdo matematicamente conectadas. A distribui¢do Gama, por
exemplo, atua como uma "mde"para outras distribuigdes importantes:

e Gama — Exponencial: Se fizermos & = 1 na Gama, obtemos a distribui¢do Exponencial.



¢ Gama — Qui-quadrada: Se fizermos &« = p/2 e B = 2, obtemos a distribui¢do Qui-
quadrada.

Por fim, a Desigualdade de Chebychev é um resultado poderoso que se aplica a qualquer
varidvel aleatéria (discreta ou continua), desde que tenha varidncia finita. Ela nos diz que a
probabilidade de uma varidvel se afastar da sua média é limitada pela sua variancia.

Teorema 3.1

Desigualdade de Chebychev Seja X uma varidvel aleatéria com média y e varidncia o> < co. Para
qualquer niimero k > 0:

1
P(IX — 4| > ko) < 13
Ou, equivalentemente, para qualquer € > 0:
2
o
P(X—ul>e) <%

4 Variaveis aleatdérias multiplas

4.1 Distribui¢des conjuntas e marginais

Uma varidvel aleatdria é uma fungdo do espago amostral S para os ntimeros reais. Um vetor
aleatério consiste em vdrias varidveis aleatorias.

Definicao 4.1

(Vetor aleatério) Um vetor aleatério n-dimensional é uma fungdo do espago amostral S
parao R".

Um vetor aleatério bidimensional é denotado (X, Y), e pode ser discreto ou continuo.

Definigao 4.2

(Vetor aleatério bidimensional discreto) Seja (X,Y) um vetor aleatério bidimensional
discreto. Entdo a funcdo fx y(x,y), do R? no R, definida por fxy(x,y) = P(X = x,Y = y)
é chamada de func¢do massa de probabilidade conjunta ou pmf conjunta de (X, Y).

Note que esta fun¢do define completamente a distribui¢do de probabilidade do vetor aleatério
(X,Y). Dessa forma, podemos usd-la para calcular a probabilidade de qualquer evento definido
em termos de (X, Y), ou seja, para qualquer conjunto A C R?, temos:

P((X,Y)eA)= }, f(xy)

(xy)eA

Seja g(x,y) uma fungdo definida em todos os valores (x,y) do vetor aleatdrio discreto (X, Y),
entdo ¢(X,Y) também sera um vetor aleatério discreto, e seu valor esperado serd dado por:

Eg(X,Y)= Y, gxy)f(xy)
(xy)ER?
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Se g1(x,y) e g2(x,y) sdo fungdes e a, b, c constantes, entdo:

E(agi1(X,Y) +bga(X,Y) +¢) = aEg1(X,Y) + bEg (X, Y) + ¢

O vetor bivariado discreto (X, Y) com pdf conjunta f(x,y) deve ter certas propriedades:
i) Paracada (x,y), f(x,y) > 0.
i) Yryere f(x,y) = P((X,Y) € R?) =1.

Teorema 4.1

(Fungiio massa de probabilidade marginal) Seja (X, Y ) um vetor aleatdrio discreto com pmf conjunta
fxy(x,y). Entdo as pmfs marginais de X e Y, fx(x) = P(X = x) e fy(y) = P(Y = y), sdo
dadas por:

fx(x) =Y fxy(xy)

yeER

) =Y fxy(oy).

XER

Demonstracdo. Feita em aula. O

Note que as distribui¢des marginais de X e Y ndo determinam univocamente a funcdo de
distribuicdo conjunta de (X, Y), pois podem haver vdrias distribui¢des conjuntas com as mesmas
distribuigdes marginais.

Definicio 4.3

(Vetor aleatério bidimensional continuo) Uma fungéo f(x,y) do R? para o R é chamada
de funcdo densidade de probabilidade conjunta do vetor aleatério bidimensional continuo
(X,Y) se, para cada A C R?,

P((X,Y) € A) = /A / F(x, y)dxdy

Se g(x,y) for uma fungéo real, entdo o valor esperado de g(X,Y) é definido como:

XV = [ [ gaw)f (e ydndy

As pdfs marginais de X e Y sdo dadas por:

fx(x) = /_O;f(x,y)dy, —00 < x < o0

) = [ Fladx, o<y <oo
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Note que para f(x,y) ser uma pdf conjunta de um vetor aleatério bidimensional continuo (X, Y),
ela deve satisfazer:

a. f(x,y) > 0paratodo (x,y) € R?;
b [ J5 fx y)dxdy = 1.

Ao invés das pdf conjunta, podemos caracterizar as probabilidades através da cdf conjuntas,
que serd dada por:

F(x,y) =P(X < x,Y <y) ¥ (x,y) € R?

Para o caso continuo, essa fungdo serd dada por:

F(x,y) = /joo /iof(s,t)dtds,

de modo que E)Z%g;/) = f(x,y).

Exemplo 4.1

(Distribuicoes conjuntas e marginais)

i) Ver Exemplos 4.1.2,4.1.4,4.1.5,4.1.7,4.1.9,4.1.11 e 4.1.12 de Casella, G. e Berger, R. L.
Statistical Inference. 2nd Edition. Duxbury Press, 2001.

4.2 Distribuicao condicional e independéncia

Definicao 4.4

(Pmf e pdf condicional) Seja (X,Y) um vetor aleatério bivariado discreto ou continuo
com pmf ou pdf conjunta f(x,y) e marginais fx(x) e fy(y). Para qualquer x tal que
P(X = x) = fx(x) > 0, a pmf ou pdf condicional de Y dado X = x é a fung¢do de y
denotada por f(y|x) e definida por:

flylx) = P(Y =y|X = x) =

A pmf ou pdf condicional de X é definida de maneira andloga. Note que f(y|x) > 0 para todo y
pois f(x,y) > 0e fx(x) > 0. Também note que, no caso discreto:

. ny(x,y) . fX(x) _
LW == = h !

No caso continuo essa igualdade também é vélida, basta substituir a soma por uma integral.

Se ¢(Y) for uma funcdo de Y, entdo o valor esperado condicional de g(Y) dado X = x é dado
por:
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Zg flylx)
E(g(V)lx) = /_ Zg(y)f(ylx)dy

Esses valores esperados herdam todas as propriedades do operador de expectativas. Note que

E(g(Y)|X) é uma varidvel aleatoria que depende dos valores de X, enquanto que E(g(Y)) é
apenas uma constante.

Definigao 4.5

(Varidveis aleatorias independentes) Seja (X, Y) um vetor aleatério bivariado com pdf ou
pmf conjunta f(x,y) e marginais fx(x) e fy(y). Entdo X e Y sdo ditas varidveis aleatdrias
independentes se, paracadax € Rey € R,

f(xy) = fx(x) fr(y)-

Essa defini¢do de independéncia pode ser aplicada para qualquer funcdo das varidveis aleatdrias,
inclusive para o valor esperado. Note que se X e Y sdo independentes, entdo:

_ fx)f(y) )fY( ) _

Assim, o conhecimento de X ndo nos déd nenhuma informacdo adicional sobre Y. Uma maneira
répida de verificar a independéncia de duas varidveis aleatérias é através do seguinte teorema:

Teorema 4.2

Seja (X,Y) um vetor aleatério bivariado com pdf ou pmf conjunta f(x,y). Entdo X e Y sio
varidveis aleatorias independentes se e somente se existe fungdes g(x) e h(x) tais que, para cada
x€ReyeR,

f(x,y) = g(x)h(y)

Teorema 4.3

Seja X e Y varidveis aleatdrias independentes com fungdes geradoras de momento Mx (t) e My (t).
Entdo a fungio geradora de momento da varidvel aleatéria Z = X + Y é dada por:

Mz(t) = Mx(t)My(t)

Demonstragio. My(t) = E e+ = E(eX etY) = (E e™)(E etY) = Mx(t) My(t) O
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Teorema 4.4

Sejam X ~ N(p,0?) e Y ~ N(vy, T?) varidveis aletérias independentes e normalmente distribui-
das. Entdo a varidvel aleatéria Z = X + Y tem uma distribuicio N(u + v, 0% + 72).

Exemplo 4.2

(Distribuicao condicional e independéncia)

i) Ver Exemplos 4.2.2,4.2.4,4.2.6,4.2.8,4.2.9,4.2.11 e 4.2.13 de Casella, G. e Berger, R. L.
Statistical Inference. 2nd Edition. Duxbury Press, 2001.

4.3 Mistura de distribui¢oes

Em geral uma varidvel aleatéria tem apenas uma distribui¢do, porém em alguns casos temos
varidveis aleatérias compostas por duas distribui¢des diferentes. Ao invés de elaborar uma
fungdo de distribui¢cdo complicada para modelar estes casos, podemos pensar o experimento em
termos de hierarquia, o que nos leva a uma mistura de distribuigdes.

Definicio 4.6

(Mistura de distribui¢des) Uma variavel aleatéria X tem uma distribuicdo mista se X
depende de um valor que também tem uma distribuigdo de probabilidade.

Um importante resultado associado a mistura de distribuicdes é a lei das expectativas totais.

Teorema 4.5

(Lei das expectativas totais) Se X e Y sdo quaisquer duas varidveis aleatdrias cujos valores esperados
existem, entdo:

EX = E(E(X|Y))

Demonstragdo. Feita em aula. O

Teorema 4.6

(Identidade da varidncia condicional) Para quaisquer duas varidveis aleatérias X e Y que possuem
valores esperados bem definidos:

VarX = E(Var(X|Y)) + Var(E(X|Y))

Demonstracdo. Feita em aula. O

28



Exemplo 4.3

(Mistura de distribuigdes)

i) Ver Exemplos 4.4.1,4.4.2,4.45,4.4.6,4.4.8,4.2.11 e 4.2.13 de Casella, G. e Berger, R. L.
Statistical Inference. 2nd Edition. Duxbury Press, 2001.

44 Covariancia e correlagao

Se duas varidveis aleatdrias guardam uma relacdo de dependéncia entre elas, seria interessante
calcular estatisticas que nos mostram a magnitude dessa dependéncia. Para isso, temos as
nog¢oes de covaridncia e correlacdo.

Definic¢io 4.7
(Covariancia) A covariancia de X e Y é um ndmero definido por:

Cov(X,Y) = E((X — ux)(Y — py)) = EXY — uxpy

Definicio 4.8

(Correlagao) A correlacdao de X e Y (ou coeficiente de correlagdo) é um numero definido

por:

Note que estamos denotando EX = ux, EY = py, VarX = 0% e VarY = 0. Os valores da
covariancia e correlagdo estardo bem definidos desde que 0 < 0% < coe 0 < 02 < o0. As duas
medidas variam conjuntamente, porém a correlagdo nos dd um valor padronizado entre —1e 1,
podendo ser mais amplamente utilizada para se comparar relagdes entre conjuntos diferentes de
varidveis aleatorias.

Teorema 4.7

Se X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes, entdo Cov(X,Y) =0e pxy = 0.

Demonstragdo. Feita em aula. O

Note o a volta deste teorema ndo é necessariamente valida, ou seja, Cov(X,Y) = 0 ndo implica
independéncia.
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Teorema 4.8

Se X e Y sdo quaisquer duas varidveis aleatérias e a e b sdo constantes, entio:

Var(aX + bY) = a*VarX + b*VarY + 2abCov(X,Y).

Se X e Y sdo varidveis aleatérias independentes, entdo:

Var(aX +bY) = a*VarX + b*VarY.
Demonstracdo. Feita em aula. O

Teorema 4.9
Para quaisquer varidveis aleatérias X e Y,
a —1 < Oxy < 1.

b. |pxy| = 1 se e somente se existe niimeros a # 0 e b tais que P(Y = aX +b) = 1. Se pxy =1,
entdoa > 0, ese pxy = —1, entdoa < 0.

5 Propriedades de amostras aleatérias

5.1 Amostras aleatérias
Definig¢ao 5.1

(Amostra aleatéria) As varidveis aleatodrias Xj, ..., X, sdo chamadas de amostra aleatéria
de tamanho n de uma populacdo dada por f(x) se X, ..., X, sdo varidveis aleatorias
mutuamente independentes e a pmf ou pdf marginal de cada X; é a mesma fungdo f(x).
Dizemos entdo que Xy, ..., X, sdo varidveis aleatérias independente e identicamente
distribuidas (iid) com pmf ou pdf f(x).

Se Xj,..., X, sdoiid, entdo a pdf ou pmf conjunta serd dada por:

Fxn ) = F1)f(x2) . flxn) = f{f(xi).

Se a pdf ou pmf populacional sdo paramétricas utilizamos a notagdo f(x|0), e entdao podemos
utilizar diferentes valores de 6 para observar como a amostra aleatdria se encaixa em diferentes
distribui¢des populacionais.

Um meio de se construir uma amostra aleatéria a partir de uma populacao finita é escolher valo-
res com probabilidades iguais (1/N) utilizando reposigdo. Assim, podemos garantir que a nossa
amostra ¢é aleatoria, visto que o processo de amostragem é independente. Se fizermos 0 mesmo
processo mas sem reposicdo, entdo as varidveis aleatérias Xj, ..., X, ndo serdo mutuamente
independentes, porém para N grande essa amostra se aproximara de uma amostra aleatoria.
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5.2 Estatisticas
Definig¢io 5.2

(Estatistica) Seja Xj, ..., X, uma amostra aleatdria de tamanho n de uma populagao, e
T(x1,...,%,) uma fungdo real cujo resultado é um ntiimero ou um vetor e o dominio inclui
o0 espaco amostral de (X3, ..., X,,). Entdo a varidvel ou vetor aleatério Y = T(Xj, ..., Xy)
é chamada de uma estatistica. A distribui¢do de probabilidade da estatistica Y é chamada
de distribuicao amostral de Y.

Note que uma estatistica é obtida a partir de uma amostra aleatéria e ndo pode ser uma fungao
dos parametros de uma distribuicdo. Duas estatisticas mais comumente utilizadas é a média
amostral e a varidncia amostral.

Defini¢ao 5.3
A média amostral é a média aritmética dos valores de uma amostra aleatoria, e denotada

por:

g Xt 4+ X 1§
n

Definic¢io 5.4

A variancia amostral é uma estatistica definida por:

S? =

1 .
(X; — X)2.
n—12""

1

O desvio-padrao amostral é definido por S = /S2.

Teorema 5.1
Seja x1, ..., x, quaisquer niimeros e X = (x1 + - - - + x,) /n. Entdo:
a. min, Y (x; —a)? = Y (x; — %)%,

b. (n—1)s> =Y (x; — %) =YL x? — nx2,

Demonstragdo. Feita em aula. O]

Teorema 5.2

Seja X1, . .., X, uma amostra aleatéria de uma populagio com média y e varidncia o> < co. Entdo:
a. EX =y,
b. VarX = %2,

c. ES? = ¢2.

31



Demonstragdo. Feita em aula. O

Os resultados dos itens a e ¢ sdo exemplos de estatisticas ndo viesadas, ou seja, a estatistica X é
um estimador ndo viesado de y, e a estatistica S2 é um estimador nao viesado de 2. Note o uso
de n — 1 na varidncia amostral.

Teorema 5.3

Seja X1, ..., X, uma amostra aleatéria de uma populagio com mgf Mx (t). Entdo a mgf da média
amostral é:

Mx(t) = [Mx(t/n)]".

5.3 Amostragem da distribuicao normal

Teorema 5.4

Seja X1, ..., X, uma amostra aleatéria de uma distribuicio N(u,0?), X = (1/n) Y, X; e
S?=[1/(n—1)] X" (X; — X)2. Entio:

a. X e S? sio varidveis aleatérias independentes,
b. X tem uma distribuicido N(u, 02 /n),

c. (n—1)S?/0? tem uma distribuigio qui-quadrada com n — 1 graus de liberdade.

2 - é distri-
buida como N(0,1). Porém, na maioria das vezes, 0 ndo é conhecida, de modo que gostariamos
de saber a distribuigdo de SX/;\/’% para fazer inferéncia sobre y. W. S. Gosset (Student) observou
que:

Se Xi, ..., X, for uma amostra aleatéria de uma N(y, (72), sabemos que a quantia

X—p_ (X—p)/(g/Vn)
S/v/n VS2/0? ’

de modo que o numerador é uma varidvel aleatéria com distribui¢do N(0,1), e o denominador

corresponde a uma distribuigao 4 //"an_l /(n — 1), independente do numerador.

Definic¢ao 5.5

Seja X1, ..., X, uma amostra aleatéria com distribuicdo N (p,0?). A quantia (X —u)/(S/+/n)
tem uma distribuigdo t de Student com n — 1 graus de liberdade. Em geral, uma varidvel
aleatéria T ~ t, tem pdf dada por:

“3

+1) 1 1

) (pr)V2 (1 + 82/ p)(pH1/2)

fT(f)Irlg —o0 < t < 00

N3N

(

Se T, ¢ uma variavel aleatéria com distribuigao t,, entdo:
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ET, =0,sep>1,

p
VarT, = , 2.
arTy - sep >

De maneira andloga, a distribuicdo F aparece ao retirarmos razoes de varidncias.

Definigao 5.6

Seja X, ..., X, uma amostra aleatéria de uma populagdo N (yx,ag), esejaYy,...,Yn
uma amostra aleatéria de um populagdo independente N(yy,0%). A varidvel aleatéria
F = (S%/0%)/(S%/0%) tem uma distribui¢do F com n — 1 e m — 1 graus de liberdade. Em
geral, se F ~ X (p, q), entdo:

p p/2 x(P/z)_l
) (q) [1+(p/q)x](P+L7)/2' —00 < x < 00

Se X ~ t,;, entdo X2 ~ Fy,4. Note também que se F ~ F, 1,1, entdo:

m—1
Eanl,mfl = m

5.4 Conceitos de convergéncia

Um dos artificios mais utilizados em inferéncia é permitir que o tamanho da nossa amostra
aleatdria se aproxime do infinito e entdo investigar o comportamento de estatisticas que estamos
interessados. Um dos conceitos mais fracos de convergéncia é a ideia de convergéncia em
probabilidade.

Definic¢io 5.7
(Convergéncia em probabilidade) Uma sequéncia de varidveis aleatérias Xi, X, . .., con-

verge em probabilidade para a varidvel aleatéria X se, para cada € > 0,

lim P(|X, — X| > ¢€) =0,

n—00

ou equivalentemente,

lim P(|X, — X| <e€) =1.

n—o0

Frequentemente estamos interessados em situagdes em que a varidvel aleatdria limite é uma
constante e a sequéncia de varidveis aleatérias sio médias amostrais. Nesse caso, podemos
utilizar a lei fraca dos grandes niimeros.
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Teorema 5.5
(Lei fraca dos grandes niimeros) Sejam X1, Xy, . .. varidveis aleatérias iid com EX; = pe VarX; =
02 < o0. Defina X, = (1/n) Y'_, X;. Entdo, para cada € > 0,

lim P(|X, —u| <e)=1,

n—o0

ou seja, X, converge em probabilidade para .

Demonstragdo. Feita em aula. O

Assim, a lei fraca dos grandes ntiimeros nos diz que sob algumas condi¢des, a média amostral se
aproxima da média populacional quando n — co. Essa propriedade é chamada de consisténcia
do estimador da média.

Teorema 5.6

Suponha que X1, Xa, ... converge em probabilidade para uma varidvel aleatéria X e que h é uma
fungdo continua. Entdo h(Xy),h(Xz), ... converge em probabilidade para h(X).

Definic¢ao 5.8
(Convergeéncia quase certa) Uma sequéncia de varidveis aleatérias Xj, X, ..., converge

quase certamente para uma varidvel aleatéria X se, para cada € > 0,

P(lim |X, — X| <€) =1.

n—o00

Teorema 5.7
(Lei forte dos grandes miimeros) Sejam X1, Xy, . . . varidveis aleatorias iid com EX; = pe VarX; =

0? < 0. Defina X, = (1/n) X', X;. Entdo, para cada € > 0,

P(lim |X, —u| <€) =1,

n—oo

ou seja, X, converge quase certamente para ji.

Defini¢ao 5.9
(Convergéncia em distribui¢do) Uma sequéncia de variaveis aleatérias Xi, X, ... converge

em distribui¢do para uma varidvel aleatéria X se:

lim Fxn(x) = Fx(x)

n—o0

para todos pontos x onde Fx(x) é continua.
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Teorema 5.8

Se uma sequéncia de varidveis aleatérias X1, Xp, ... converge em probabilidade para uma varidvel
aleatéria X, a sequéncia também converge em distribuicdo para a varidvel aleatéria X.

Uma estatistica cujo comportamento de amostras grandes é importante é a média amostral.
Ao investigar a sua distribuicdo limite chegamos a duas versdes do chamado Teorema do Limite
Central.

Teorema 5.9

(Teorema do Limite Central) Seja X1, X5, ... uma sequéncia de varidveis aleatorias iid com mgfs
existentes na vizinhanga de 0. Seja EX; = p e VarX; = 02 > 0 (finitas pela existéncia da mgf).
Defina X,, = (1/n) Y11 X;. Seja G, (x) a cdf de /n(X, — p)/0. Entdo, para qualquer x, tal
que —o0 < x < 09,

lim G, (x) :/ Le_yz/zdy,

n—oo —00 A /27-[

ou seja, /n(X, — )/ o tem uma distribuigio limite igual a normal padronizada.

Teorema 5.10

(Forma Forte do Teorema do Limite Central) Seja X1, Xo, . .. uma sequéncia de varidveis aleatérias
iid com EX; = pe0 < VarX; = 0> < co. Defina X, = (1/n) Y1, X;. Seja Gu(x) a cdf de
(X, — u)/o. Entdo, para qualquer x, tal que —oo < x < 00,

x 1 2
fim, Gn(x) /_oo NoT 4y,

ou seja, /n(X, — )/ o tem uma distribuicio limite igqual a normal padronizada.

Exemplo 5.1

(Amostra Aleatérias)

i) Ver Exemplos 5.1.2,5.1.3,5.1.8,5.3.5,5.3.7, 5.5.3 e 5.5.16 de Casella, G. e Berger, R. L.
Statistical Inference. 2nd Edition. Duxbury Press, 2001.

6 Aplicacdes Praticas no R

O R é uma linguagem de programacao estatistica fundamental para a aplicagdo dos conceitos
tedricos vistos neste curso. Nesta segdo, organizamos os exemplos praticos em trés dreas
principais: andlise descritiva univariada, analise multivariada e manipulagdo de distribui¢oes
de probabilidade.

Para reproduzir os exemplos abaixo, recomenda-se ter instalado o pacote e1071 para o célculo
de momentos de ordem superior (assimetria e curtose).
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6.1 Estatistica Descritiva e Visualiza¢ao

A primeira etapa de qualquer andlise é entender o comportamento dos dados. Abaixo, geramos
uma amostra aleatéria de uma distribuicdo Normal e calculamos medidas de tendéncia central
(Média, Mediana), dispersao (Variancia, Desvio-Padrado) e forma (Assimetria, Curtose).

# 1. Geracao de Dados

set.seed(123) # Garante reprodutibilidade
X <- rnorm(n = 100, mean = 10, sd = 2) # 100 obs, media 10, desvio 2

# 2. Medidas de Tendencia Central

mean (X) # Media aritmetica

median (x) # Mediana (menos sensivel a outliers)

mean(x, trim = 0.05) # Media aparada (remove 5% das pontas)

summary (x) # Resumo dos 5 numeros (Min, Q1, Med, Q3, Max)

# 3. Medidas de Dispersao

range(x) # Amplitude (Min e Max)

var(x) # Variancia amostral (5°2)

sd(x) # Desvio-padrao amostral (S)

IQR(x) # Amplitude interquartilica (Q3 - Q1)

mad (x) # Desvio absoluto mediano (robusto a outliers)

# 4. Medidas de Forma (Momentos de ordem 3 e 4)
# Requer pacote el071

if(!require(el®71)) install.packages("el071")
library(el071)

skewness (x) # Assimetria (0 = simetrica)
kurtosis(x) # Curtose (excesso em relacao a normal)

# 5. Visualizacao da Distribuicao

par(mfrow=c(1,2)) # Divide a tela em 2 graficos

hist(x, main="Histograma", col="lightblue", prob=TRUE)

lines(density(x), col="red", lwd=2) # Adiciona curva de densidade suavizada
boxplot(x, main="Boxplot", col="lightgray")

6.2 Andlise Multivariada: Covaridncia e Regressao

Quando lidamos com vetores aleatérios (X, Y), estamos interessados na relagdo linear entre as
variaveis. Utilizamos a covaridncia (dependente da escala) e a correlacdo (padronizada entre -1
e 1). Também ajustamos um modelo linear simples (Y = a + X + ¢€).

# 1. Geracao de Variaveis Correlacionadas

X <- rnorm(100)
# Y depende de X mais um ruido aleatorio

1y <=3 %X+ 4+ rnorm(100, sd = 1)

# 2. Medidas de Associacao
cov(x, y) # Covariancia: Indica direcao positiva, mas escala arbitraria
cor(x, y) # Correlacao de Pearson: Proxima de 1 indica forte relacao linear

# 3. Visualizacao

par(mfrow=c(1,1))
plot(x, y, main="Diagrama de Dispersao", pch=19, col="blue")
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14 # 4. Regressao Linear Simples (Estimando os parametros)
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modelo <- lm(y ~ x)
abline(modelo, col="red", lwd=2) # Adiciona a reta de regressao ao grafico
summary (modelo) # Mostra coeficientes, R-quadrado e testes t

6.3 Calculo de Probabilidades (Distribuic¢oes)

No R, as fung¢des de distribui¢do seguem um padrdo de prefixos:
e d (density): PDF f(x) ou PMF P(X = x).

p (probability): CDF acumulada F(x) = P(X < x).

q (quantile): Inversa da CDF F~1(p).

r (random): Geragdo de ntimeros aleatorios.

6.3.1 Distribui¢oes Discretas

Exemplos com Binomial, Poisson e Geométrica.

# A. Binomial (n=4 ensaios, p=0.5)
# Qual a probabilidade de obter EXATAMENTE 2 caras?
dbinom(x = 2, size = 4, prob = 0.5)

# Qual a probabilidade de obter 2 caras OU MENOS?
pbinom(q = 2, size = 4, prob = 0.5)

# B. Poisson (taxa lambda = 1.66)
# Probabilidade de ocorrerem 4 eventos num intervalo
dpois(x = 4, lambda = 5/3)

# C. Binomial Negativa
# Prob. de ter 2 fracassos antes de obter 5 sucessos (p=0.5)
dnbinom(x = 2, size = 5, prob = 0.5)

# D. Geometrica
# Prob. de ter 2 fracassos antes do PRIMEIRO sucesso
dgeom(x = 2, prob = 0.5)

6.3.2 Distribui¢des Continuas

Exemplos com a Normal, Gama e Qui-Quadrada. Note que para varidveis continuas, P(X =
x) = 0, entdo usamos d para obter a altura da curva de densidade, ndo a probabilidade.

# A. Normal Padrao (media=0, sd=1)
pnorm(1.96) # Area a esquerda de 1.96 (aprox 0.975)
gnorm(0.975) # Valor de Z que deixa 97.5% a esquerda (retorna 1.96)

# B. Qui-Quadrada
# Probabilidade acumulada ate x=3 com 2 graus de liberdade
pchisq(q = 3, df = 2)

# C. Explorando outras distribuicoes (Documentacao)

# Use o comando help ou ? para ver os parametros especificos
# ?dgamma (Gama)
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12 # ?dexp (Exponencial)
13 # ?dweibull (Weibull)
14 # ?2dlnorm (Lognormal)
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